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Визначення ефективних значень теплофізичних властивостей сипких 
матеріалів 
А. Я. Карвацький, Є. М. Панов, Г. М. Васильченко, В. М. Витвицький, 
К. М. Короленко 
Розроблено методику визначення ефективних теплофізичних власти- 
востей сипких матеріалів різного гранулометричного та матеріального 
складу, що базується на поєднанні дискретного і континуального уявлень про 
середовище. Сформульовано задачу механотермічного стану циліндричного 
шару сипкого матеріалу для визначення його ефективних теплофізичних 
властивостей. На базі дискретно-континуальних уявлень про сипке середовище 
запропоновано підхід та розроблено методику розв’язання поставленої задачі. 
Розроблено алгоритм визначення ефективних значень теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів. Числову реалізацію розробленої методики 
виконано з використанням вільно відкритого програмного забезпечення 
(LIGGGHTS, ParaView). Пропонована методика дає змогу визначити 
ефективні значення теплофізичних властивостей сипкого матеріалу (насипної 
густини, ефективного коефіцієнта теплопровідності та ефективного 
значення ізобарної масової теплоємності) довільного матеріального й 
гранулометричного складу. У цьому разі потрібне проведення мінімального 
обсягу складних і витратних експериментальних досліджень з наступним 
числовим моделюванням процесу механотермічного стану досліджуваного 
сипкого матеріалу. При цьому істинні фізичні властивості можна брати з 
довідників. На прикладі модельного матеріалу визначено ефективні 
теплофізичні властивості сипких матеріалів за різного гранулометричного 
складу та проведено верифікацію розробленої методики. Встановлено, що дані 
розрахунків ефективної теплопровідності за розробленою методикою 
відрізняються від даних, отриманих за осередненими теоретичними 
залежностями, в межах 0,8–9,0 %. Результати дослідження є корисними для 
числового аналізу в континуальному наближенні теплових режимів процесів та 
обладнання, де застосовуються сипкі матеріали 
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1. Вступ
Сипкі матеріали, зокрема зернисті та гранульовані, набули широкого по-
ширення в багатьох галузях промисловості, зокрема в хімічній, металургійній, 
теплоенергетичній, будівельній, харчовій, електронній. 
Зазначені матеріали застосовуються як паливо, сировина, напівфабрикати, 
а також готова продукція. Завдяки широкому спектру унікальних властивостей 











різного призначення [1, 2]. При цьому сипкі матеріали в технологічному та 
допоміжному обладнанні, передусім під час транспортування та оброблення, 
беруть участь у різноманітних процесах: механічних, гідромеханічних, 
теплових, масообмінних, хімічних, а також їхніх комбінаціях. 
Розробка ефективних процесів оброблення сипких матеріалів, а також 
поводження з ними передбачає необхідність наявності даних або методів 
визначення певних властивостей цих матеріалів, одними з основних серед яких є 
теплофізичні. Особливого значення ці властивості набувають під час 
проектування обладнання для одержання й перероблення сипких матеріалів, а 
також їх транспортування, дозування тощо. Це є вкрай важливим для визначення 
енергоефективних параметрів обладнання й режимів його роботи [3].  
До теплофізичних властивостей матеріалів передусім відносять густину, 
теплопровідність, теплоємність і температуропровідність. Проте, якщо для 
багатьох речовин істинні теплофізичні властивості відомі [4], то для сипких 
матеріалів відповідні ефективні властивості зазвичай потрібно розраховувати 
[3]. У загальному випадку зазначені властивості залежать від якісного й 
кількісного складу матеріалу. Також ці властивості залежать від характеру 
взаємодії компонентів між собою, які повною мірою врахувати під час 
аналітичного визначення їхніх значень дуже важко або навіть неможливо [5, 6].  
Тому розробка нових методів прогнозування ефективних теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів різного матеріального та гранулометричного 
складу з метою мінімізації обсягу складних і витратних експериментальних 
досліджень є актуальною задачею. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми  
Визначенню ефективних значень теплофізичних властивостей сипких 
матеріалів, на відміну від значень оптичних, електричних, магнітних або 
хімічних властивостей [3, 5–9], присвячено не так багато досліджень. При 
цьому дослідження останніх років переважно стосуються сипких 
наноматеріалів, властивості яких істотно відрізняються від традиційних сипких 
матеріалів з макроскопічними частинками [10, 11]. 
Для визначення ефективних значень теплофізичних властивостей сипких 
матеріалів застосовуються як експериментальні [12], так і теоретичні методи 
[3, 5, 6], які базуються на аналітичних залежностях і розв’язанні зворотних 
задач [13]. 
Зокрема у праці [12] наведено опис експериментальних установок для 
дослідження ефективного коефіцієнта теплопровідності і питомого 
електричного опору гранульованих вуглевмісних матеріалів розміром до 15 мм 
в інтервалі температур до 1300 K. Наведено результати експериментальних 
досліджень температурних залежностей коефіцієнта теплопровідності та 
питомого електроопору гранульованих вуглецевих матеріалів різного 
фракційного та структурного складу. Виконано оцінку похибки 
експериментальних досліджень, яка для коефіцієнта теплопровідності не 
перевищує 12 %, а для питомого електричного опору – 15 %. Також наведено 









для числового аналізу теплоелектричного стану печей графітування з метою 
підвищення їх енергоефективності. Недоліком зазначеного підходу є потреба у 
виконанні додаткових експериментальних досліджень у разі зміни фракційного 
та структурного складу сипкого матеріалу.  
У праці [13] розглянуто методику числового розв’язання зворотної 
коефіцієнтної задачі теплопровідності, яка дає змогу одночасно відновлювати 
ефективні теплофізичні властивості. Розроблено програмний код для 
розв’язання зворотної коефіцієнтної задачі теплопровідності для визначення 
коефіцієнта теплопровідності і масової ізобарної теплоємності сипких 
вуглецевих матеріалів. При цьому були використані експериментальні дані 
квазістаціонарного методу циліндричного шару або коаксіальних циліндрів. 
Незважаючи на те, що цей підхід дає змогу додатково визначати теплоємність, 
він потребує виконання значного обсягу експериментальних досліджень 
сипкого матеріалу. 
Таким чином, до невирішених питань визначення теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів відноситься мінімізація обсягу 
експериментальних досліджень, які як відомо потребують значних ресурсів. 
У той же час теоретичні методи, що базуються на аналітичних залежностях 
[3, 5, 6], мають суттєві обмеження. Ці методи застосовуються переважно для 
монодисперсних матеріалів і не враховують контактні ефекти між частинками 
сипкого матеріалу. 
 Варіантом подолання зазначених труднощів може бути альтернативний 
підхід, що ґрунтується на математичному моделюванні механотермічної 
поведінки сипких матеріалів у дискретно-континуальному наближенні. Це має 
істотно прискорити і здешевити одержання відповідних результатів. 
Тому до перспективного напрямку досліджень можна віднести: 
– розробку алгоритму визначення ефективних значень теплофізичних 
властивостей, що не потребує складних і витратних експериментальних 
досліджень; 
– розробку відповідних числових моделей та їх верифікацію. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є розробка методики визначення ефективних значень 
теплофізичних властивостей сипких матеріалів на підставі дискретно-
континуальних уявлень про сипке середовище з використанням істинних 
фізичних властивостей. Це надасть можливість застосування континуальних 
моделей для числового моделювання теплових режимів процесів та обладнання 
де застосовуються сипкі матеріали. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– поставити задачу для визначення ефективних теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів; 
– розробити методику та алгоритм визначення ефективних значень 
теплофізичних властивостей сипких матеріалів; 
– визначити ефективні теплофізичні властивості сипких матеріалів за 












– виконати верифікацію методики.  
 
4. Методи дослідження теплофізичних властивостей сипких матеріалів 
В основі методики визначення ефективних теплофізичних властивостей 
сипких матеріалів є числове розв’язання такої задачі. Нехай, маємо 
циліндричний об’єм діаметром d і висотою 2 , який спочатку заповнюється 
частинками сипкого матеріалу до стану механічної рівноваги. На початку 
процесу урівноваження температури в циліндрі його нижня частина (0;– ) 
піддається температурі Tcold, а верхня – (0;+ ) – Thot(Thot>Tcold) (рис. 1, а). Далі 
відбувається адіабатний процес урівноваження температури по висоті циліндра. 
У результаті отримуємо рівноважну температуру Tm і час est, за який ця 
температура встановилася (рис. 1, б). 
 
 
а                 б 
 
Рис. 1. Схема теплообміну між гранулами в шарі сипкого матеріалу:  
а – на початку процесу; б – урівноважений стан 
 
При цьому вважається, що частинки сипкого матеріалу мають сферичну 
форму, а їхні фізичні властивості приймаються ізотропними. 
На першому етапі розрахунків моделюється механічний процес заповнення 
циліндричного шару (рис. 1) частинками сипкого матеріалу різного 
гранулометричного складу під дією гравітаційних сил до стану механічної 
рівноваги. Зазначена процедура виконується за допомогою розв’язання системи 




































де mi – маса i-ї частинки, кг;  – час, с; i – індекс частинки, відносно якої 
розглядається система рівнянь (1); vi – вектор лінійної швидкості центра маси 
частинки, м/с; Ii – момент інерції, кг·м
2
; i – вектор кутової швидкості, рад/с;  
b – вектор масової сили, Н/кг; Fij – вектор зовнішньої сили, що діє на частинку i 


















k – кількість частинок, що перебувають у контакті з частинкою i; Tij – зовнішній 
крутний момент, пов'язаний з контактною взаємодією частинок i та j, Н·м; Mij – 
момент опору коченню, Н·м.  
Розрахунки за системою рівнянь (1) виконуються з використанням відомих 
значень механічних властивостей гранул сипкого матеріалу: E, , e, s, r, . 
Далі виконуються розрахунки теплообміну в циліндрі, що заповнено 
сипким матеріалом, з відомими істинними значеннями теплофізичних 
властивостей гранул: cp, , . Дискретне рівняння теплопередачі для сипкого 
















де mpi – маса i-ї частинки, кг; cpi – теплоємність i-ї частинки, Дж/(кг×К); Tpi – 
абсолютна температура i-ї частинки, К;    pi pj ci j pi pjQ h T  – кількість теплоти, 








ci j contact i j
pi pj
h A  – коефіцієнт теплопередачі між частинками крізь їх 
контакти, Вт/К; pi – коефіцієнт теплопровідності i-ї частинки, Вт/(м×К); 












 (Вт/м3) є дивергенцією густини теплового потоку 
i-ї частинки, де Vpi – об’єм i-ї частинки, м
3. Тому для визначення потужності 
теплового потоку частинок сипкого матеріалу, наприклад, у верхній частині 
циліндра (рис. 1) можна скористатися простим підсумовуванням 
 









k i j k
N Q  (3) 
 
де K – кількість частинок сипкого матеріалу. 
Для розрахунків ефективних значень a, , cp використовується 
аналітичний розв’язок нестаціонарного рівняння теплопровідності для 
половини необмеженої пластини за граничних умов першого роду і адіабатної 
умови на середині пластини в континуальному наближенні. 
Одновимірне рівняння нестаціонарної лінійної теплопровідності 






























 – температуропровідність, 
м2/с;  – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(м×К); cp – масова ізобарна 
теплоємність, Дж/(кг×К);  – густина, кг/м3; z – повздовжня координата, м. 





T z T  (5) 
 
де T0=Thot – початкова температура, К. 













 czT T  (7) 
 
де Tc – температура стінки (або рівноважна температура Tm), К. 
Аналітичний розв’язок Фур’є (4)–(7) за Ликовим [21] для визначення 
розподілу температури має вигляд 
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 – число Фур’є. 
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Розглянута методика визначення ефективних теплофізичних властивостей 












5. Алгоритм визначення ефективних значень теплофізичних власти- 
востей сипких матеріалів 
Алгоритм розв’язання сформульованої задачі може бути таким:  
1) Розв’язання системи рівнянь (1) з моделювання механічного процесу 
заповнення циліндричного шару (рис. 1) частинками сипкого матеріалу різного 
гранулометричного складу до стану механічної рівноваги за умови однакової 


















де m – істинна густина гранул, кг/м
3
; A – площа основи циліндра, м2; 2  – 
висота циліндра, м; M – кількість розмірів частинок у гранулометричному 





 m mV r  – 
об’єм частинок m-го розміру, м3; rm – радіус частинок m-го розміру, м. 
Формула (11) передбачає її застосування як для моно- так і 
полідисперсного шару (для однакового або різних діаметрів частинок). Щодо 
фракційного складу досліджуваних модельних сумішей, то його структуру 
наведено далі за текстом (рис. 3, 5, 6). 
2) Присвоєння верхній половині циліндра (рис. 1, а) температури Thot, а 
нижній – Tcold. Розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності (2) з 
моделювання адіабатного процесу урівноваження температури в 
циліндричному шарі сипкого матеріалу і побудова графіків зміни температури 
частинок (дискретного середовища) залежно від координати z і часу TD(z, ), 
< est. Визначення потужності теплового потоку частинок сипкого матеріалу у 
верхній та нижній частинах циліндричного шару сипкого матеріалу за 
формулою (3) для моменту часу < est. 
3) Знаходження ефективного значення коефіцієнта температуропровідності 
aeff континуального середовища за допомогою побудови еквівалентного до 
T
D
































 – коефіцієнт 
детермінації; N – кількість частинок на інтервалі [0;+ ]; DiT  – температури 
частинок сипкого матеріалу на інтервалі [0;+ ], визначені за розв’язком 
дискретного рівняння (2), К; Ti – континуальне поле температури на інтервалі 























Визначення градієнта температури 0grad  
est
zT  за формулою (9). 
4) Визначення для моменту часу < est:  












де N( ) – потужність теплового потоку частинок сипкого матеріалу у верхній 
половині циліндричного шару (рис. 1), що визначається за формулою (3), Вт; 
A= R
2
 – площа основи циліндра, м2; 
































Наведений алгоритм (11)–(14) визначення ефективних значень 
теплофізичних властивостей сипких матеріалів доцільно реалізувати з 
використанням МДЕ.  
 
6. Результати числових досліджень із визначення ефективних 
теплофізичних властивостей сипких матеріалів. Верифікація методики 
Для визначення ефективних значень теплофізичних властивостей сипких 
матеріалів використовується вільно відкритий програмний код LIGGGHTS [22], 
що побудований на методі МДЕ [14–20]. При цьому для спрощення 
математичного опису статики і динаміки сипкого середовища гранули 
приймаються частинками сферичної форми з відповідними еквівалентними 
діаметрами згідно гранулометричного складу. 
Визначення ефективних значень теплофізичних властивостей сипкого 
матеріалу проведено на прикладі модельного матеріалу різного 
гранулометричного складу.  
Розрахункові значення істинних фізичних властивостей модельного 
матеріалу взяті такими:  
– модуль пружності – E=5,0 МПа;  
– коефіцієнт Пуассона – =0,45;  
– коефіцієнт реституції – e=0,7;  








– коефіцієнт тертя кочення – r=0,0;  
– густина – =2000 кг/м3;  
– коефіцієнт теплопровідності – =5 Вт/(м×К);  
– масова ізобарна теплоємність – cp=500 Дж/(кг×К).  
Результати числових досліджень механотермічного стану циліндричного 
шару сипкого середовища за дискретною і континуальною моделями наведено 
на рис. 2–6. Для візуалізації динаміки фізичних полів під час адіабатного 
урівноваження температури в шарі сипкого матеріалу (рис. 2, 3) 
використовуються файли стандарту *.vtk і вільно відкритий графічний пакет 










Рис. 2. Результати числового моделювання теплообміну між частинками 
сипкого матеріалу під час процесу адіабатного урівноваження температури за 
умови =40 с; d=8 мм (100 %): а – температура, К;  























Рис. 3. Результати числового моделювання теплообміну між частинками 
сипкого матеріалу під час процесу адіабатного урівноваження температури за 
умови =40 с; d=4 мм (30 %), d=8 мм (40 %), d=10 мм (30 %): а – температура, 















Рис. 4. Результати розрахунків теплообміну між частинками сипкого матеріалу 
під час процесу адіабатного урівноваження температури ( =40 с) за 
гранулометричного складу d=8 мм (100 %): а – поле температури (дискретна і 


















Рис. 5. Результати розрахунків теплообміну між частинками сипкого матеріалу 
під час процесу адіабатного урівноваження температури ( =40 с) за 
полідисперсного гранулометричного складу d=4 мм (30 %), d=8 мм (40 %), 
d=10 мм (30 %); а – поле температури (дискретна і континуальна форми); б – 




Рис. 6. Результати розрахунків ефективних значень теплофізичних 
властивостей сипкого матеріалу залежно від гранулометричного складу: d=8 мм 
(100 %) – bulk=1415,69 кг/м
3
; d=10 мм (100 %) – bulk=1440,29 кг/м
3
; d=6 мм 
(100 %) – bulk=1471,01 кг/м
3












Для верифікації запропонованої методики використано формули для 
визначення ефективних значень коефіцієнтів провідності сумішей 
























air  v ; air – коефіцієнт теплопровідності повітря, Вт/(м К);  – 
істинний коефіцієнт теплопровідності сипкого матеріалу, Вт/(м К);  – 
об’ємна частка повітря в сипкому матеріалі;  – об’ємна частка частинок 






Результати порівняння наведено в табл. 1 та на рис. 7. 
 
Таблиця 1 
Порівняння результатів розрахунків ефективних значень коефіцієнта 









d=4 мм (30 %), 
d=8 мм (40 %), 
d=10 мм (30 %), 
=0,781 
eff  (Вт/(м К)), 
методика (1)–(14) 
0,848 0,878 0,921 1,047 
 15
eff   
(Вт/(м К)/%), 
формула (15) 
0,989/16,72 1,101/25,45 1,045/13,46 0,811/22,54 
 16
eff   
(Вт/(м К)/%), 
формула (16) 
0,597/29,54 0,668/23,86 0,632/31,33 0,485/53,64 
m


































Рис. 7. Результати розрахунків ефективних значень коефіцієнта 
теплопровідності монодисперсного сипкого матеріалу залежно від діаметра 
сферичних гранул 
 
На відміну від рівняння (2) у формулах (15), (16) явно не враховується 
гранулометричний склад та контактні пари з безпосередньою взаємодією між 
частинками сипкого матеріалу з певним термічним опором. Саме ці чинники  
істотно впливають на ефективне значення коефіцієнта теплопровідності 
дискретної системи. 
За результатами верифікації випливає, що дані розрахунків ефективної 
теплопровідності за розробленою методикою (1)–(14) відрізняються від даних, 
отриманих за осередненими теоретичними залежностями (15), (16), в межах 
0,8–9,0 %. Враховуючи те, що насипна густина сипкого матеріалу за 
представленою методикою визначається точно, то оцінка похибки визначення 
ефективної ізобарної масової теплоємності повинна бути не гірше за 
ефективний коефіцієнт теплопровідності. 
 
7. Обговорення результатів числового моделювання фізичних полів 
шахтної електропечі 
Під час визначення ефективних теплофізичних властивостей сипкого 
матеріалу заповнений ним циліндричний об’єм необхідно брати за умови його 
діаметра не менше від 20 величин еквівалентного розміру частинок найбільшої 
фракції. При цьому співвідношення його висоти до діаметра повинно становити 










Аналіз отриманих результатів показав, що потужність теплового потоку 
залежить від розміру частинок шару сипкого матеріалу (див. рис. 3, б; 5, б). При 
цьому чітко спостерігається розшарування шару сипкого матеріалу за 
величиною потужності теплового потоку залежно від розміру частинок. Таким 
чином полідисперсний сипкий матеріал характеризується більшою 
температурною неоднорідністю (рис. 5, а) порівняно з монодисперсним 
матеріалом (рис. 4, а).   
Показано, що зі зростанням розміру сферичних частинок монодисперсного 
сипкого модельного матеріалу від 6 мм до 10 мм ефективний коефіцієнт 
теплопровідності зростає на 8,6 %, а ізобарна масова теплоємність навпаки 
зменшується на 11,0 % (рис. 6). 
До переваг проведених досліджень можна віднести: 
– пропонована методика дає змогу визначити ефективні значення 
теплофізичних властивостей сипкого матеріалу (насипної густини, ефективного 
коефіцієнта теплопровідності та ефективного значення ізобарної масової 
теплоємності) довільного матеріального й гранулометричного складу. Це надає 
можливість обмежитись проведенням мінімального обсягу складних і витратних 
експериментальних досліджень, замінивши їх числовим моделюванням процесу 
механотермічного стану досліджуваного сипкого матеріалу. При цьому істинні 
фізичні властивості можна брати з довідників [26];  
– врахування контактного термічного опору між частинками сипкого 
матеріалу; 
– числову реалізацію розробленої методики виконано на вільно відкритому 
програмному забезпеченні (LIGGGHTS, ParaView). 
До недоліків досліджень можна віднести: 
– розглянута методика визначення ефективних теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів не передбачає врахування теплообміну 
конвекцією та випромінюванням, тому її використання обмежується рівнем 
температур, близьких до кімнатних;  
– використання найпростішої сферичної форми еквівалентного діаметру 
для гранул (частинок) сипкого матеріалу . 
Результати дослідження є корисними для числового аналізу теплових 
режимів процесів та обладнання в континуальному наближенні, де 
застосовуються сипкі матеріали і є продовженням попередніх досліджень 
[12, 13, 19, 27, 28]. 
Подальші дослідження плануються виконати у напрямках врахування 
теплообміну конвекцією та випромінюванням для прогнозування ефективних 




1. Сформульовано нестаціонарну задачу механотермічного стану 
циліндричного шару сипкого матеріалу для визначення його ефективних 
теплофізичних властивостей. На відміну від багатьох експериментальних 












теплофізичних властивостей: коефіцієнта теплопровідності та ізобарної масової 
теплоємності. 
2. На базі дискретно-континуальних уявлень про сипке середовище 
сформульовано теоретичні основи методики поставленої задачі та виконано 
розробку алгоритму визначення ефективних значень теплофізичних 
властивостей сипких матеріалів. За наявності в довідниках даних з істинних 
значень фізичних властивостей матеріалів пропонована методика дає змогу 
відмовитись від проведення складних та витратних експериментальних 
досліджень.  
3. За розробленою методикою виконано числове дослідження ефективних 
значень теплофізичних властивостей сипких матеріалів на прикладі модельного 
матеріалу. Показано, що зі зростанням розміру сферичних частинок моно- 
дисперсного сипкого модельного матеріалу від 6 мм до 10 мм ефективний 
коефіцієнт теплопровідності зростає на 8,6 %, а ізобарна масова теплоємність 
навпаки зменшується на 11,0 %.  
4. Проведено верифікацію розробленої методики, яка показала збіжність 
результатів розрахунків з даними, отриманими за осередненими теоретичними 
залежностями в межах 0,8–9,0 %. Це дає підставу для застосування розробленої 
методики для числового аналізу теплових режимів у континуальному 
наближенні процесів та обладнання, де застосовуються сипкі матеріали.  
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